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СИММЕТРИЧЕСКАЯ ЛИНИЯ ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 
А.А. Шум 
Различным вопросам симметрии функций были посвящены работы [1–7], причем в 
четырех последних изучалась симметрия функции двух переменных. В работах [4] и [5] 
рассматривались функции двух переменных, определенные в круге, и обсуждались два 
вида симметрии таких функций: c-симметрия и s-симметрия. В статьях [6] и [7] специаль-
ное внимание было уделено понятию центра симметрии функции двух переменных, 
определенной в произвольной области плоскости. Это понятие рассматривалось 
применительно к каждому из двух видов симметрии, причем с определением s-симметрии 
оказалось естественным образом связано понятие линии полумасс. В настоящей работе, 
продолжающей изучение вопросов симметрии функций, обсуждается понятие 
симметрической линии функции двух переменных, которое опирается на определение 
линии полумасс, введенное в работе [6]. Вопросы, связанные с c-симметрией (например,  
понятие центра масс) остаются за рамками данной статьи. 
Прежде всего, напомним необходимые определения и факты из статьи [6]. 
Рассматривается плоскость с заданной на ней прямоугольной декартовой системой 
координат. Под областью понимается область этой плоскости, ограниченная замкнутой 
линией без самопересечений (граница области считается частью области,                   т. е. 
область предполагается замкнутой). Область S1 называется подобластью области S, если 
S1 S. 
Область S вместе с определенной в этой области непрерывной неотрицательной 
функцией двух переменных ),( yxf  называется пластиной D, при этом функция ),( yxf  
называется плотностью пластины D. Подобласть области S вместе с соответствующим 
ограничением функции ),( yxf  называется подпластиной пластины D. Массой пластины 
D называется 
S
),()D( dxdyyxfm . Хотя функция ),( yxf  в некоторых точках области S 
может быть равной нулю, но для любой пластины D предполагается выполненным 
обязательное дополнительное условие: масса самой пластины D, а также масса всякой ее 
подпластины должны быть больше нуля. 
Частью области S называется одна или несколько ее подобластей. Частью 
пластины D называется одна или несколько ее подпластин. Если часть G пластины D 
состоит из нескольких подпластин, то ее масса m(G) считается равной сумме масс этих 
подпластин. 
 
Точка плоскости называется центром полумасс пластины D, если любая прямая, 
проведенная через эту точку, делит пластину D на две части одинаковой массы. Центр 
полумасс пластины D называется также центром s-симметрии функции ),( yxf  в области 
S (это соответствует определениям из [4]: s-симметрия функции ),( yxf  в круге означает, 
что ее центр s-симметрии находится в центре круга). 
Прямая линия называется линией полумасс пластины D, если она делит эту 
пластину на две части одинаковой массы. 
Лемма. Существует единственная линия полумасс пластины D, параллельная 
данной прямой. 
Теорема. Если все линии полумасс пластины D пересекаются в одной точке, то 
эта точка является центром полумасс пластины D. 
Утверждение теоремы очевидно, а доказательство леммы приведено в статье [6]. 
Там же показано, что может быть и так, что линии полумасс не пересекутся в одной точке. 
В этом случае центр полумасс не может существовать, так как он должен лежать на 
каждой линии полумасс. В подобном случае, когда единый центр полумасс не существует, 
оказывается возможным рассматривать относительные центры полумасс так, как показано 
ниже. 
Рассмотрим некоторую пластину D и прямую, проведенную под углом   к оси 
OX. В силу рассмотренной выше леммы найдется единственная линия полумасс пластины 
D, параллельная данной прямой. Пусть это будет прямая L1 (рисунок). Далее, рассмотрим 
прямую, перпендикулярную прямой L1. В силу той же леммы найдется единственная 
линия полумасс пластины D, параллельная и этой прямой. Пусть это будет прямая L2. 
Точку T пересечения прямых L1 и L2 назовем относительным центром полумасс 
пластины D для угла   (или относительным центром s-симметрии функции ),( yxf  в 
области S для угла  ). Выясним, что собой представляет множество всех относительных 
центров полумасс пластины D. 
 
 
Пластина D и ее относительный центр полумасс 
 
 
Координаты )(x  и )(y  точки T (относительного центра полумасс пластины D 
для угла  ) однозначно определяются углом  . Легко понять, что функции )(x  и )(y  
угла   должны иметь период 
2

 (при повороте на этот угол линии полумасс просто 
меняются местами). Поскольку функция ),( yxf  предполагается непрерывной в области S, 
то функции )(x  и )(y  будут также непрерывны. Таким образом, множество всех 
относительных центров полумасс пластины D представляет собой линию, имеющую 
следующие параметрические уравнения: 
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 , где параметр   меняется в пределах от 0 до 
2

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Эта линия (которую образуют все относительные центры полумасс пластины D) и 
объявляется симметрической линией пластины D. Иначе можно называть ее 
симметрической линией функции ),( yxf  в области S. Конкретный вид симметрической 
линии пластины D определенно свидетельствует о характере распределения массы внутри 
этой пластины. Так, случай, когда симметрическая линия вырождается в одну точку, 
возможен только при наличии центра полумасс пластины D (в этом случае все 
относительные центры полумасс пластины D совпадают). 
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